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Plan prezentacji 

• Historia i statystyki 

• Definicja 

• Uczenie 

• Zastosowanie w klasyfikacji 

• Propozycja klasyfikatora opartego na FCM 
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Historia 

• 1976 – Mapy Kognitywne zostały zaproponowane przez 
politologa Roberta Axelroda 

• 1986 – Rozmyte Mapy Kognitywne (Fuzzy Cognitive Maps - 
FCM) – Bart Kosko 

• Ponad 2000 publikacji w WoS lub Scopus  

• Kilka wariantów: 
– Fuzzy Cognitive Maps 

– Fuzzy Cognitive Networks 

– Rough Fuzzy Cognitive Networks 

– Intuitionistic Fuzzy Cognitive Maps 
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FCM - statystyki WOS 
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FCM - statystyki Scopus 
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Autorzy 

Kraje 



FCM - statystyki Scopus 2 
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Rozmyte Mapy Kognitywne (FCMs) 
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• Stanowią reprezentację wiedzy w postaci zbioru 
pojęć/czynników (ang. concept) i relacji przyczynowych 
pomiędzy nimi 

• FCM jest grafem skierowanym: 

– Wierzchołki symbolizują pojęcia 𝐶 = {𝑐1 , … , 𝑐𝑛 } 

– Krawędzie odpowiadają relacjom (wpływom) 

– Wagi (wartości liczbowe przypisane do krawędzi) opisują 
siły wpływów 

 



Przykład 

8 

Mapa kognitywna oparta na analizie Kissingera  
„Starting out in the direction of Middle East peace” z roku 1982 

Jako wagi często używane są wartości ze 
zbioru {−1, 1}  (oznaczone jako -/+) 
 
 



FCM – macierz wpływu 

9 

c1

c3

c4

c2

+

+  - 

+
 - 

+

positive

strong_positive

weak_negative

strong_negative

weak_positive

positive

 
























0166.00

0033.066.0

33.0001

0000

E

Macierz wpływu 𝑾 =  𝑤𝑖𝑗  

 

Element 𝑤𝑖𝑗 jest wagą łuku 
łączącego pojęcia 𝑐𝑗 oraz 𝑐𝑖 (lub ma 
wartość 0, jeżeli brak jest 
połączenia). 

𝑾 

Wartości lingwistyczne wag: 
strong_negative,  
negative,  
medium_negative,  
neutral,  
medium_positive,  
positive,  
strong_positive 



FCM - zachowanie 
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• Stan systemu A jest 𝑛-wymiarowym  wektorem (𝑛 =  |𝐶|) 
poziomów aktywacji pojęć.  

• Poziomy aktywacji pojęć mapy kognitywnej są rozmyte: 

przybierają wartości z przedziału [0,1] lub [– 1,1]. 

• Przejawem zachowania FCM jest ciąg stanów: 

 =  𝐴(0), 𝐴(1), … , 𝐴(𝑡), …  
gdzie 

𝐴𝑖 𝑡 + 1 = 𝑓𝑖  𝑤𝑖𝑗𝐴𝑗(𝑡)

𝑛

𝑗=1

 

𝑓𝑖  jest nazywaną funkcją aktywacji (ang. activation function, 
squashing function) 

 

 

 

 

 

 

 



Funkcja aktywacji 

• W wyniku pomnożenia wiersza 𝑾 przez wektor 𝐴(𝑖) 
otrzymywane są wartości z zakresu [−𝑛, 𝑛].  

• Funkcja aktywacji ma na celu sprowadzenie tych wartości do 
założonego przedziału [−1,1] lub [0,1]. 
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𝑓𝑐𝑢𝑡(𝑥) =  
1 𝑑𝑙𝑎 𝑥 > 1
𝑥 𝑑𝑙𝑎 𝑥 ∈ [−1,1]
−1 𝑑𝑙𝑎 𝑥 < 1

 

𝑓𝑠𝑖𝑔𝑚𝑜𝑖𝑑 𝑥 =
1

1 + exp (−𝜆 𝑥)
 



Typy atraktorów 

Wagi macierzy FCM i typ funkcji aktywacji określają zachowanie 
FCM. Trzy typy atraktorów : 

• Stały (ang. fixed point) 

• Cykliczny 

• Chaotyczny 
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Interpretacja trajektorii 

• Reprezentacja zachowania modelowanego systemu. 
–  Trajektoria FCM = ewolucja stanów w systemu w czasie.  

– Zastosowania: scenariusze rozwoju lub predykcja szeregów czasowych 

• Proces wnioskowania 
– Poziomy aktywacji wybranych pojęć w punkcie stałym = rezultaty 

wnioskowania 

– Zastosowania: podejmowanie decyzji, sterowanie, klasyfikacja 
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Decision region 

Decision boundary 



FCM i sieci neuronowe 

• Podobieństwa  
– Pojęcia odpowiadają neuronom 

– Liniowa operacja mnożenia przez wagi i nieliniowa funkcja aktywacji 

– Często wyróżniane są pojęcia wejściowe, wyjściowe 

– Mogą mieć architekturę feed-forward (jak MLP) lub rekurencyjną 

• Różnice 
– Są postrzegane jako  

modele semantyczne 

– Mogą być tworzone 
przez ekspertów  
(głosowanie i agregacja) 

– Są interpretowalne 
(ang. interpretable)   
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Przykład - FCM 

[P.Szwed Application of Fuzzy Cognitive Maps to Analysis of Development Scenarios for Academic Units,2013,  
P.Szwed Combining Fuzzy Cognitive Maps and Discrete Random Variables, 2015] 
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Uczenie FCM 

• Zazwyczaj ustalona jest architektura  

• Celem jest znalezienie wag zapewniających oczekiwane 
zachowanie podczas predykcji lub wnioskowania 

• Dwa typy metod uczenia: 
– Hebbowskie (ang. Hebbian) 

„Synapsa łącząca dwa neurony ulega wzmocnieniu jeśli neuron pre- i 
post synaptyczny są jednocześnie aktywne. […] Siłą napędową uczenia 
Hebbowskiego są korelacje aktywności neuronów pre- i post 
synaptycznych.” 
[https://brain.fuw.edu.pl/edu/index.php/Uczenie_maszynowe_i_sztuczne_sieci_neuronowe] 

 

– Sterowane błędami (ang. error driven) 
Używana jest funkcja kosztu wyrażająca różnice (błędy) pomiędzy 
oczekiwanymi i wyznaczonymi wyjściami FCM. Funkcja kosztu jest 
minimalizowana za pomocą wybranego algorytmu optymalizacji.  
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Hebbowskie metody uczenia 

• Wejścia: 
– Struktura FCM 

– Początkowy zestaw wag określony przez ekspertów 

– Oczekiwane wartości pojęć wyjściowych 

• Wagi są iteracyjnie uaktualniane na podstawie równoczesnych 
zmian poziomów aktywacji pojęć 

• Struktura mapy i znaki wag pozostają niezmienione – mapa jest 
interpretowalna i wyraża opinie ekspertów dotyczące ich wpływów  

• Metody: 
– Differential Hebbian Learning 

– Active Hebbian Learning [E. Papageorgiou, C. D. Stylios, P. P. Groumpos, Active 

hebbian learning algorithm to train fuzzy cognitive maps, 2004] 

– Nonlinear Hebbian Learning [E. Papageorgiou, C. Stylios, P. Groumpos, Fuzzy 

cognitive map learning based on nonlinear Hebbian rule 2003] 

– Data Driven Nonlinear Hebbian learning [W. Stach, L. Kurgan, W. Pedrycz, Data-

driven nonlinear hebbian learning method for fuzzy cognitive maps, 2008] 
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Metody uczenia sterowane błędami 

• Zastosowanie: predykcja szeregów czasowych i klasyfikacja 
• Typowe funkcje kosztów:  

– wartości bezwzględne błędów lub ich kwadraty 
– mogą obejmować kary za przekroczenie wartości 
– Składniki regularyzacyjne, np. Lasso L1 

• Algorytmy: 
– Genetyczny GA 
– Real Coded Genetic Algorithm RCGA   

[W. Stach, L. Kurgan, W. Pedrycz, Parallel learning of large fuzzy cognitive maps, 2007] 
– Particle Swarm Optimization 
– Differential Evolution 
– Ant Colony Optimization 
– Simulated Annealing 

• Problem wielkości populacji. RCGA do 300 pojęć [Y. Chen, L. J. Mazlack, A. 
A. Minai, L. J. Lu, Inferring causal networks using fuzzy cognitive maps and evolutionary 
algorithms with application to gene regulatory network reconstruction, 2015] 

• Ostatnie lata: algorytmy gradientowe – zwłaszcza dla szeregów 
czasowych  
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Problem – mapy stają się gęste 
…i przestają być interpretowalne 

19 

[Elpidiusz Wszołek, Implementacja algorytmów uczenia rozmytych map 
kognitywnych na platformie OpenCL, praca mag. 2016] 



Zbieżność funkcji sigmoidalnej 

W zależności od zastosowań jest pożądane, aby mapa miała jeden lub 
kilka punktów stałych (ang fixed point). 
• Pojedynczy punkt  

– może być docelowym stanem w projektowanym systemie sterowania  
[T. L. Kottas, Y. S. Boutalis, M. A. Christodoulou, Fuzzy cognitive networks: Adaptive 
network estimation and control paradigms, 2010]  

– Oczekuje się, że dla danego zestawu wag ustalonego przez ekspertów 
(reprezentacja wiedzy) wszystkie trajektorie będą zmierzały do 
pojedynczego punktu stałego wyrażającego znaczenie czynników. 

• Większa liczba punktów stałych  
– W zagadnieniach klasyfikacji punkty stałe mogą odpowiadać etykietom 

klas  

• Dla danego rozmiaru mapy 𝑛 liczba punktów stałych zależy od 
parametru 𝜆 sterującego nachyleniem fs 𝑥 =

1

1+exp (−𝜆 𝑥)
 

• Małe wartości 𝜆 gwarantują istnienie pojedynczego punktu stałego  
[C. J. Knight, D. J. Lloyd, A. S. Penn, Linear and sigmoidal fuzzy cognitive maps: an analysis of 

fixed points, 2014] 
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Zastosowanie w klasyfikacji 

Przepis na klasyfikator FCM 

1. Ustal strukturę mapy.  
Feedforward lub różne sprzężenia zwrotne. 

2. W jaki sposób do modelu będą dostarczane dane? 
Bezpośrednio lub po przetworzeniu. 

3. W jaki sposób będzie odczytywany wynik klasyfikacji?  
Jeden koncept czy kilka?  

4. Wybór funkcji kosztu i algorytmu optymalizacji 

 

Dwa typy: 

• Niskopoziomowe (low-level) – pojęcia odpowiadają 
atrybutom obiektów.  

• Wysokopoziomowe (high-level) – wprowadzane są 
abstrakcyjne pojęcia, reprezentujące „granule informacji”  
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Niskopoziomowe klasyfikatory FCM 1 

Liczba pojęć wyjściowych odpowiadająca liczbie klas 
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[G. A. Papakostas, D. E. Koulouriotis, A. S. Polydoros, V. D. Tourassis, Towards Hebbian 
learning of fuzzy cognitive maps in pattern classification problems, 2012] 

Proste odwzorowanie Sprzężenia pomiędzy wyjściami Sprzężenia pomiędzy wejściami 



Niskopoziomowe klasyfikatory FCM 2 
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Pojedyncze wyjście 

Grupowanie wyjść 
odpowiadających etykietom 

klas lub wyznaczanie 
marginesów 

[W. Froelich, Towards improving the 
efficiency of the fuzzy cognitive 
map classifier, 2017] 



Wysokopoziomowy: Rough Cognitive Networks 
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P 

B N Zbiór przybliżony (ang. Rough Set RS).  
Dla danej relacji nierozróżnialności: 
P (positive) – te obiekty na pewno należą do RS 
B (boundary) – te obiekty być może należą do RS 
N (negative) – te obiekty nie należą do RS  

[G. Nápoles, I. Grau, E. 
Papageorgiou, R. Bello, 
K. Vanhoof, Rough 
cognitive networks, 
2016] 

Jak dobrać relację 
nierozróżnialności, aby uzyskać 
dobrą wydajność? 



Zastosowanie FCM w klasyfikacji - 
podsumowanie 

• Kilkanaście publikacji 

• Dąży się do osiągnięcia punktu stałego (wiele iteracji FCM) 

• Niskopoziomowe   
– Uczenie za pomocą algorytmu genetycznego lub metod Hebbowskich 

– Najbardziej wydajne dla prostych architektur (w praktyce 
równoważnych Regresji Logistycznej) 

– Liczba atrybutów jest ograniczeniem dla wydajności 

– Przetestowane na kilkunastu zbiorach danych z repozytorium UCI 

• Wysokopoziomowe 
– RCN – zastosowano metaheurystykę Harmony Search 

– Architektura mapy zależy wyłącznie od liczby klas (4 x liczba klas) 

– RCN przetestowano na kilkudziesięciu zbiorach danych z UCI 
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Propozycja klasyfikatora 

Opublikowana w  
[P.Szwed, Classication and Feature Transformation with Fuzzy 
Cognitive Maps, ASOC, 2021] 
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Projekt klasyfikatora 

Klasyfikator niskopoziomowy  

 liczba pojęć wejściowych = liczba cech 
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Głębokość – parametr 𝒅  
• Klasyfikator nie opiera się na 

zbieżności do punktu stałego.  
  
 
• Konstruowane są trajektorie 

zawierające 𝑑 + 1 elementów: 
𝐴 0 ,… , 𝐴 𝑑 − 1 ,  𝐴(𝑑) 

 



Projekt klasyfikatora 
 

Zakres cech i funkcja aktywacji 
• Cechy są skalowane do przedziału [0,1] 
• Nieco zmodyfikowana sigmoidalna funkcja aktywacji: 

 

𝑓 𝑥 =
1

1 + 𝑒−𝜆(𝑥−0.5)
 

 
Równanie stanu i wyraz wolny (bias) 
 

𝐴 𝑡 + 1 = 𝑓(𝑾 ⋅ 𝐴 𝑡 + 𝒃) 
 
Uczenie 
• Zastosowano metodę gradientową 
• Tensorflow + gradient tape (wyznaczanie gradientów metodą 

symboliczną) 
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Projekt klasyfikatora 

Architektura z pętlami wstecznymi, także od pojęć wyjściowych 

• FCMB – pojedyncze pojęcie wyjściowe z funkcją kosztu logloss 

• FCMMC – liczba wyjść = liczbie klas, skalowanie softmax + crossentropy 
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Przykład 2D 
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Przykład 2D  

Ostatnia iteracja jest równoważna Regresji Logistycznej.  
Jak więc wyglądają obserwacje po d-1 iteracjach FCM? 
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Przykład 2D 
Jak wygląda przetransformowana przestrzeń cech po d-1 
iteracjach 
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Hipoteza: klasyfikator przekształca przestrzeń cech w taki sposób, że ostatni krok 
(równoważny Regresji Logistycznej) jest łatwiejszy… 
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Eksperymenty 
• Przetestowano klasyfikator na 21 zbiorach danych (głównie z UCI) 

• Zastosowano 5-krotną walidację krzyżową 

• Porównano z 11 konfiguracjami klasyfikatorów z biblioteki scikit-learn 

• Zbierano dane po d-1 iteracjach (przetransformowana przestrzeń cech) 
aby: 

– Sprawdzić, czy są lepiej zgrupowane (metryki Davies-Bouldina, Silhouette i 
Calińskiego-Harabasza) 

– Określić wydajność ciągów przetwarzania (ang. pipeline)  
transformacja FCM + klasyfikator 
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Wyniki 
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Wyniki: testy Friedmana + Nemenyi  
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Wyniki – transformacja cech 
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Tam gdzie FCM klasyfikuje 
dobrze również 
transformuje dobrze  
(według metryk 
grupowania) 



Wyniki 

Porównanie efektywności klasyfikatorów działających na 
oryginalnych i przetransformowanych cechach 

37 

Na ogół przetwarzanie wstępne poprawiało rezultaty… 



Podsumowanie 
• Klasyfikator niskopoziomowy (wydajność spada wraz z liczbą cech) 

• W tym momencie gradient obliczany metodą różniczkowania 
symbolicznego (słaba wydajność dla dużej liczby wsadów) 

• Największy zbiór danych (fashion10000) 784 atrybuty i 10000 obserwacji 

• Brak metody doboru hiperparametrów 

• Mapy nie są interpretowalne 
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• Rezultaty są obiecujące zarówno dla klasyfikacji, jak i transformacji cech 
• Algorytm wyznaczania gradientu bez obliczeń symbolicznych został 

zaimplementowany (ale poza Tensorflow) 
• Kod można znaleźć na  

https://github.com/pszwed-ai/fcm_classifier_transformer  
 

https://github.com/pszwed-ai/fcm_classifier_transformer
https://github.com/pszwed-ai/fcm_classifier_transformer
https://github.com/pszwed-ai/fcm_classifier_transformer
https://github.com/pszwed-ai/fcm_classifier_transformer


Dziękuję za uwagę 
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